Quelques melanges parfaits de cartes 
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I Description du probleme 

Le probleme suivant m'a ete soumis par l'un de 
mes eleve£] qui a une grande pratique de la magie. 
On dispose d'une pile de 2n jetons dont les n du 
bas sont verts et les n du haut sont rouges. II divise 
la pile en deux parties : l'une contenant les n je- 
tons verts, l'autre contenant les n jetons rouges. 
Avec une dexterite remarquable, de sa seule main 
droite il prend simultanement les deux piles de je- 
tons, puis procede a un melange de ces deux der- 
nieres pour former une unique pile (de In jetons) 
alternant parfaitement jeton rouge et jeton vert. 
Cette nouvelle pile est divisee a son tour exacte- 
ment en son milieu donnant deux tas de n jetons et 
notre magicien procede a un nouveau melange in- 
tercalant alternativement un jeton de chaque tas 
pour former une nouvelle pile de 2n jetons qu'il 
recoupe de nouveau en deux piles de n jetons et 
ainsi de suite. 

Apres plusieurs experiences (pour re ^ 8), notre 
magicien s'apergut qu'il retombait au bout d'un 
certain nombre de tels melanges sur la pile ini- 
tiale : les n jetons du bas sont verts et les n du 
haut sont rouges (voir Fig. [THH] pour n = 4). 
Plus frappant encore, en numerotant et ordon- 
nant les jetons, il semblerait que la premiere fois 
que l'on retrouve une pile de n jetons verts conse- 
cutifs et de n rouges de bas en haut, les jetons 
soient en fait exactement dans l'ordre initial. Les 
questions qu'il m'a soumises etaient alors les sui- 
vantes : etant donnee une pile de 2n jetons nume- 
rates 1, 2, . . . , 2n — 1, 2n (n £ N*) et superposes 
de bas en haut dans l'ordre croissant, 

1. le processus de melange decrit ci-dessus 
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conduit-il necessairement au classement ini- 
tial en un temps fini ? 

2. si oui, peut-on exprimer en fonction de n 
le nombre minimum de melanges necessaires 
pour retrouver le classement initial ? 

3. si les n premiers jetons sont verts et les n der- 
niers rouges, peut-on arriver au regroupement 
initial des jetons (la pile du bas constitute de 
jetons verts, celle du haut de rouges) even- 
tuellement dans le desordre quant a la nume- 
rotation ? 

II s'agit d'un probleme classique bien connu du 
monde de la magie des cartes, la manipulation pre- 
cedente etant souvent faite avec des cartes a jouer. 
Le jeu habituel de 32 cartes est priviligie car le 
nombre 32 se decompose en 2 5 , ce qui conduit a 
des proprietes remarquables. Dans la litterature, 
ce type de probleme est aborde sous le vocable 
anglophone de « chip-shuffle » pour les jetons, de 
« riffle-shuffle » pour les cartes et plus precisement 
de « in-shuffle » et de « out-shuffle » selon le pla- 
cement des cartes initiales de chaque paquet lors 
d'un melange. II a ete considere entre autres par le 
celebre informaticien et magicien Elmsley en 1957 
([6]). On trouvera egalement une large description 
historique du probleme dans la section intitulee 
« some history of perfect shuffle » de [5]. 

Les in-shuffles et out-shuffles sont des melanges 
tres proches. Disposant d'un jeu de cartes que l'on 
coupe au milieu donnant deux paquets de cartes 
(un premier et un deuxieme), 1 'in-shuffle du jeu 
initial consiste a demarrer le processus en plagant 
la premiere carte du bas du premier paquet sur la 
premiere carte du bas du deuxieme paquet. A l'op- 
pose, l'out-shuffle consiste a demarrer en plagant 
la premiere carte du bas du premier paquet sous 
la premiere carte du bas du deuxieme paquet. No- 
tons que dans le cas de rout-shuffle, les premiere 
et derniere cartes restent immobiles tout au long 
de l'experience. On pourra consulter les sites in- 
ternet [17j [18] pour un recensement de ces divers 
melanges ainsi que d'autres. 
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Fig. 1 - Premier decoupage 
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Fig. 2 - Deuxieme decoupage 
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Fig. 3 - Troisieme decoupage 
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Fig. 4 - Quatrieme decoupage 
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Fig. 5 - Cinquieme decoupage 



3D 



3D 



3D 



+ 



3D 



Fig. 6 - Sixieme decoupage 
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Elmsley se posait la question plus complexe : 
est-il possible de deplacer la carte du dessus du 
paquet a une position donnee a l'avance a l'aide 
d'une succession de melanges de nature in-shuffle 
ou out-shuffle ([6]) ? La reponse est positive et il 
obtint un procede pour accomplir une telle mani- 
pulation. Inversement, est-il possible de faire ap- 
paraitre une carte donnee dans le jeu sur le haut 
du paquet de cartes, voire a une place quelconque 
selon un precede similaire? Recemment, les ma- 
thematiciens Diaconis et Graham (le premier au- 
teur est egalement magicien) ont repondu posi- 
tivement a la question generale du deplacement 
d'une carte donnee vers une position donnee. lis 
ont propose un algorithme indiquant le chemin a 
suivre (succession de in- et out-shuffles, [4]). 

Reprenons les questions posees par mon eleve. 
La reponse a la premiere question est affirmative 
et la raison en est tres simple. Sommairement, on 
travaille dans un groupe fini de permutations, on 
revient done a la position initiale au bout d'un 
nombre fini d'experiences, il s'agit d'un processus 
periodique. La reponse a la deuxieme question est 
egalement affirmative ; e'est un calcul de periode 
et une formule implicite est disponible, voir e.g. 
les livres de Conway & Guy, [3j p. 163-165], de 
Herstein & Kaplansky, [H Chap. 3.4], ou d'Us- 
pensky & Heaslet, [IH p. 244-245]. Neanmoins, 
une formule explicite ne semble pas accessible ex- 
cepte pour les cas particuliers ou n est une puis- 
sance de 2 a ±1 pres. La troisieme question semble 
rester a ma connaissance ouverte. 

Dans cet article, je detaille le processus de l'in- 
shuffle - celui de Tout-shuffle s'en deduisant ai- 
sement - a l'aide de permutations de l'ensemble 
{0, 1, 2, . . . , 2n - 1} ou {1, 2, 3, ... , 2n}. L'un des 
deux ensembles sera d'une utilisation plus com- 
mode que l'autre selon le cas etudie. Les permu- 
tations associees a {0, 1, 2, . . . , In — 1} sont parti- 
culierement bien adaptees au calcul explicite des 
iterations successives (correspondant a la succes- 
sion de melanges parfaits) par le truchement des 
ecritures binaires. Aussi, je detaille toutes les per- 
mutations relatives aux deux numerotations en si- 
gnalant laquelle permet de formuler le plus simple- 
ment possible la periode recherchee. Je porte un 
interet particulier aux cas specifiques mentionnes 
plus haut, a savoir lorsque n est une puissance de 2 
a ±1 pres. J'examine egalement d'autres exemples 
de melanges parfaits : les melanges de Monge qui 
sont des in / out-shuffles deformes par une symetrie 
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(voir e.g. [TTl US]). Toute cette analyse permet 
d'acceder au calcul des periodes de chacun des me- 
langes decrits ici. 

Par souci d'homogeneite des notations, on no- 
tera f,g,h,... les permutations relatives a l'enu- 
meration 1,2,3, ...,2n et f,g,h,... celles asso- 
ciees a 0, 1, 2, . . . , 2n — 1. On passe par exemple 
de la permutation / a la permutation / se- 
lon la relation f(i) = f(i + 1) — 1 pour tout 
i E {0,1,2,... ,2n- 1}. 

II est remarquable de constater que, bien au- 
dela de son aspect ludique, ce probleme suscite 
des questions de nature algebrique avancees (theo- 
rie des groupes, [5j [7]). L'etude approfondie de 
certaines permutations mises en jeu a ete entre- 
prise independamment de ce contexte par Levy 
(0 EH HI])- Ce probleme connait egalement des 
applications notamment en informatique (calcul 
parallele, reseaux, [21 HH HI]). Mentionnons en- 
fin l'existence d'autres types de melanges d'une 
importance notoire qui ont retenu l'attention des 
mathematiciens : les melanges aleatoires (voir p] 
pour plus d'informations concernant ce type de 
melange) . 

Plan de I'article 

- Dans la section QU nous presentons la mode- 
lisation du probleme en introduisant toutes 
les permutations relatives aux differents me- 
langes de cartes. Certaines permutations 
redondantes ne seront pas necessairement 
utiles, mais nous avons choisi de les ecrire 
systematiquement afin de garder une homo- 
geneite de notations ainsi qu'une logique de 
presentation. Selon les cas etudies, certaines 
d'entre elles serviront a calculer la periode du 
melange en question, alors que d'autres per- 
mettront le calcul explicite des iterations suc- 
cessives. 

- Dans la sectionQTU nous formulons de maniere 
implicite les reponses relatives au calcul de 
periodes des melanges etudies. 

- Dans les sections [IV] et El nous calculons ex- 
plicitement, en faisant appel au calcul bi- 
naire, toutes les iterations successives de cer- 
taines permutations significatives, dans les 
cas particuliers ou n est une puissance de 2 a 
±1 pres, ce qui permet de fournir une reponse 
explicite aux questions posees. 

- Dans la section Ell nous examinons brieve- 



ment le cas d'un jeu contenant un nombre 
impair de cartes. 

Dans la section Mil nous decrivons un pro- 
cede simple pour deplacer une carte donnee 
vers une position predeflnie dans le cas ou n 
est une puissance de 2. 

Nous terminons dans la section Mill par une 
tentative de generalisation a un paquet de 
cartes divisible par un nombre superieur a 
deux. 



II Modelisation 



Le jeu de cartes numerotees de bas en haut 
dans l'ordre 1, 2, 3, . . . , 2n est coupe en son milieu 
et donne les deux paquets de cartes numerotees 
1, 2, . . . , n pour le premier et n + 1, n + 2, . . . , 2n 
pour le deuxieme. On constitue un nouveau jeu de 
2n cartes en prenant a tour de role une carte de 
chacun des paquets de n cartes. 



II. 1 In-shuffle 

Si l'on demarre le melange par le deuxieme pa- 
quet (cas d'un in-shuffle), on obtient dans l'ordre 
la suite de cartes n os n + 1, 1, n + 2, 2, n + 3, 3, . . . , 
2n — l,n — 1, 2n, n (voir Fig. [7j). 



l er paquet 2 e paquet n° de place 



n° de carte 



■ 'In 

■ 2n-l 



■ n+2 

■ n + 1 



2n 

2n- 2 
2n — 3 



2n 

2n-l 



2 

n+2 
1 

n + 1 



Fig. 7 - In-shuffle, permutation / 

Cela se traduit par une correspondance entre 
numeros d'ordre avant et apres melange : a Tissue 
du melange, la premiere carte porte le n° n + 1, la 
deuxieme le n° 1, la troisieme le n° n + 2, la qua- 
trieme le n° 2, etc. De maniere generale, la i e carte 
porte le n° i/2 lorsque i est pair et le n° (i+l)/2+n 
lorsque i est impair. Cette correspondance den- 
nit une permutation / des entiers 1, 2, 3, . . . , 2n 
donnant le numero de la carte se situant a la i e 
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position a Tissue du melange 



11.2 Out-shuffle 



( i 

2 

i + 1 



si i est pair, 
+ n si i est impair, 



que Ton peut encore ecrire f(i) = [^fc-] +e{i)n ou 
] est la fonction partie-entiere et e{i) = si i est 
pair, e(i) = 1 si i est impair. 

La permutation reciproque est un peu plus 
simple a ecrire : 



2j si 1 ^ j ^ n, 

2j - 2n - 1 sin + 1 < j < 2n. 



Rappelant la definition d'une congruence arith- 
metique, « a = b [mod n] » signifie « a — b est 
divisible par n », on a en particulier la congruence 
remarquable 

f~ 1 (j) = 2j [mod (2n + l)] 

qui sera utile pour calculer la periode de /. Cette 
reciproque indique qu'une carte portant un nu- 
mero j entre 1 et n occupe a Tissue du melange la 
place n° 2j, et qu'une carte portant un numero j 
entre n + 1 et 2n occupe la place n° 2j — 2n — 1. 
Par exemple, la carte n° 1 occupe la place n° 2, la 
carte n° 2 occupe la place n° 4, . . . , puis la carte 
n° n occupe la place n° 2n, la carte n° n+1 occupe 
la place n° 1, la carte n° n + 2 occupe la place n° 3, 
etc. 

II est utile de transcrire cette modelisation 
en translatant simplement la numerotation des 
cartes d'une unite. Cela fournit la permuta- 
tion / des entiers 0, 1,2, ...,2n — 1 definie par 
/(i) = /(* + 1) - 1, soit : 



m = 



( i 

— + n si % est pair, 



i - 1 



si i est impair, 



et la permutation reciproque s'ecrit : 



r\j) 



2j + l si ^ j ^ n - 1, 
2j — 2n si n ^ j ^ 2n — 1. 



Les permutations f et f nous permettront de 
calculer explicitement la periode de Tin-shuffle 
dans les cas particuliers n = 2 P ~ 1 et n = 2 p ~ l — 1. 



Si on demarre le melange a present par le pre- 
mier paquet (cas d'un out-shuffle), on obtient 
dans Tordre les cartes n os 1, n + 1, 2, n + 2,3, 
n + 3, . . . , n — 1, 2n — 1, n, 2n (voir Fig. [8]). 



l er paquet 2 e paquet 



n° de place 



n° de carte 



■ 2;] 

■ 2?i-l 



■ n+2 

■ n + 1 



2n 
2n-l 
2n — 2 
2n-3 



2n-l 

n-l 



n+2 
2 

n + 1 
1 



Fig. 8 - Out-shuffle, permutation g 

Ce processus definit alors la permutation g des 
entiers 1, 2, . . . , 2n suivante : 



9(i) 



- + n si i est pair, 



i + l 



si i est impair, 



de reciproque 
9~\j) = 



2j - I si 1 ^ j ^ n, 
2j — 2n si n + 1 ^ j ^ 2n. 

On observe que g(l) = 1 et g(2n) = 2ra, i.e. les 
cartes n os 1 et 2n restent immobiles tout au cours 
de la manipulation. 

Retranscrivons cette modelisation en transla- 
tant la numerotation des cartes d'une unite. 
Cela fournit la permutation g des entiers 
0, 1, 2, . . . , 2n — 1 definie par g(i) = g(i + 1) — 1, 
soit : 

( i 
2 

i - 1 



si i est pair, 
+ n si i est impair, 



et la permutation reciproque s'ecrit : 



2j siO^jsCn-l, 
2j + 1 - 2n si n ^ j ^ 2n - 1. 



Notons en particulier la congruence 

g~ 1 (j)=2j [mod (2n-l)]. 

La restriction de g a Tensemble {1, . . . , 2n — 2} est 
une permutation qui correspond a un in-shuffle de 
2n— 2 cartes. Cette observation indique qu'un out- 
shuffle de 2n cartes est identique a un in-shuffle de 
ce jeu auquel on a retire les premiere et derniere 
cartes, donnant ainsi un jeu de 2n — 2 cartes. 
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11.3 Melange de Monge : premiere ver- 
sion 

Le melange de Monge consiste a faire passer 
les cartes d'un jeu complet d'une main a l'autre 
en intercalant alternativement les cartes l'une au- 
dessus et au-dessous de l'autre. 



11.3.1 Premiere facon de demarrer le proces- 
sus 

On numerote les cartes de 1 a 2n. On com- 
mence par prendre la carte n° 1 qui va demar- 
rer le nouveau paquet, puis la carte n° 2 que l'on 
place au-dessous du nouveau paquet (done au- 
dessous de la carte n° 1), puis la carte n° 3 que 
l'on place au-dessus du nouveau paquet (done au- 
dessus de la n° 1), puis la carte n° 4 que l'on place 
au-dessous du nouveau paquet (done au-dessous 
de la n° 2), puis la carte n° 5 que l'on place au- 
dessus du nouveau paquet (done au-dessus de la 
n°3), et ainsi de suite (voir Fig. [9]). On obtient 
alors dans l'ordre, de bas en haut, les cartes n os 
2n, 2n - 2, 2n - 4, . . . , 4, 2, 1, 3, . . . , 2n - 3, 2n - 1. 
On rencontre done les cartes de numeros pairs 
dans l'ordre decroissant puis celles de numeros im- 
pairs dans l'ordre croissant. 



rotation 0, 1, 2, . . . , 2n — 1 est donnee par 



paquet initial 



n° de carte L-»- n° de place 



2n ■ 

2n-l ■ 

2n — 2 ■ 

2n-3 ■ 




Fig. 9 - Melange de Monge, permutation hi 

Ce melange correspond a la permutation h^ 1 
des entiers 1, 2, . . . , 2n ou h± est donnee par 



r i + 1 



hxii) = 
La permutation h^ 1 s'ecrit 



+ n si i est impair, 



n + 1 — — si i est pair. 



2n + 2 - 2j 
2j - 2n - 1 



si 1 ^ j ^ n, 

si n + 1 ^ j ^ 2n. 



La permutation analogue h\ associee a la nume- 



hi(i) 



- + n si i est pair, 

i + 1 . . , . . 
n si i est impair, 



et sa reciproque par 



2n-\-2j siCKj^n-1, 
2j — 2n si n ^ j ^ 2n — 1. 



11.3.2 Deuxieme facon de demarrer le proces- 
sus 

On commence par prendre la carte n° 1 qui va 
demarrer le nouveau paquet, puis la carte n° 2 que 
l'on place a present au-dessus du nouveau paquet 
(done au-dessus de la carte n° 1), puis la carte n° 3 
que l'on place au-dessous de la n° 1, puis la carte 
n° 4 que l'on place au-dessus de la n° 2, puis la 
carte n° 5 que l'on place au-dessous de la n° 3, et 
ainsi de suite (voir Fig. [TO]) . On obtient cette fois 
dans l'ordre, de bas en haut, les cartes n os 2n — 1, 
2n — 3, . . . , 3, 1, 2, 4 . . . , 2n — 2, 2n, e'est-a-dire les 
cartes de numeros impairs dans l'ordre decroissant 
puis celles de numeros pairs dans l'ordre croissant. 



paquet initial 



n° de carte 



n° de place 



2n ■ 
2n-l ■ 
2n—2 ■ 
2n-3 ■ 




Fig. 10 - Melange de Monge, permutation /12 

Remarquons que ce melange se deduit du pre- 
cedent simplement en retournant le jeu, ou en- 
core en effectuant la symetrie j 1 — ► 2n + 1 — j. 
En notant h^ 1 la permutation des entiers 
1, 2, . . . , 2n correspondant a ce melange, on a pre- 
cisement la relation h^ij) = h^ 1 (2n + 1 — j) 
pour tout j G {1, 2, . . . , 2n}, qui est equivalente a 
/i2(i) = 2n+l — hi (i) pour tout i 6 {1, 2, ... , 2n}. 
Done 



h 2 (i) 



+ n 



n 



et 



2n + 1 - 2j 
2j - 2n 



si i est pair, 
si i est impair, 



si 1 ^ j ^ n, 

si n + 1 < j < 2n. 
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La permutation hi relative a la numerotation 
0, 1, 2, . . . , 2n — 1 s'ecrit : 



r t-i 



h 2 (i) 



+ n sii est impair, 

* • • 
n — 1 — - si 2 est pair, 



et sa reciproque : 



2n-2-2j siO<j<n-l, 
2j - 2n + 1 si n < j < 2?i - 1. 



11.4 Melange de Monge : deuxieme ver- 
sion 

Une autre version du melange de Monge 
consiste a couper le jeu de cartes initialement nu- 
merotees 1,2, ...,2n en deux paquets de cartes 
numerotees 1, 2, . . . , n et n + 1, n + 2, . . . , 2n, a re- 
tourner le deuxieme paquet qui devient ordonne 
selon 2n, 2n — 1, . . . , n + 2, n + 1, puis de me- 
langer le premier paquet et le deuxieme ainsi re- 
tourne via un in-shuffle ou un out-shuffle. Cela 
donne un melange « a l'espagnole » : on dispose les 
deux paquets sous forme d'eventails, on retourne 
le deuxieme eventail (Ole !) et on intercale parfai- 
tement les deux eventails. 



de reciproque 

h -i (l)= i 2 j sil^i^n, 
3 KJJ \4n + l-2j sin+1 < j < 2n. 

On a en particulier la congruence importante 

hz\j) = ±2j [mod (4?i+l)]. 

Les permutations analogues des entiers 0, 1, 2, . 
2n — 1 sont alors les suivantes : 



1 



et 



si i est impair, 



2n — 1 — - si i est pair, 



2j + l siO^j^n-1, 
4n - 2 - 2j si n ^ j ^ 2n - 1. 



Ce melange est relie a celui decrit dans 1 1 1. 3. "T1 selon 
la relation 2n + 1 — /i 3 (2n + 1 — i) = hi(i) valable 
pour tout i € {1, 2, . . . , 2n}, soit encore en notant 
s la symetrie i i — > 2n + 1 — i, 



sohios = sohios 



Les permutations h\ et /i3 sont done conjuguees 
dans le groupe des permutations (Sin-, )- 



11.4.1 In-shuffle de Monge 

On intercale les deux paquets de cartes nume- 
rotees 1, 2, . . . ,n et 2n, 2re — 1, . . . , n + 2,n + 1 en 
commengant par le deuxieme (cas d'un in-shuffle, 
voir Fig. [TT]) . Cela donne la succession de cartes 
n os 2n, 1, 2n - 1, 2, . . . , n + 2, n - 1, n + 1, n. 



11.4.2 Out-shuffle de Monge 

On intercale a present les deux paquets de 
cartes numerotees 1,2, ...,n et 2n,2n — 1,..., 
n + 2, n + 1 en commengant par le premier (cas 
d'un out-shuffle, voir Fig. fl~2j) . Cela conduit a la 
sequence de cartes n os 1, 2n, 2, 2rt— 1, . . . , n— 1, n+ 
2, n, n + 1. 



l er paquet 2 e paquet 
retourne 



■ n + l 

■ n + 2 



n° de place 



2n ■ 

2n-l ■ 

2n-2 ■ 

2n-3 ■ 



n° de carte 



n + l 
n-1 
n + 2 



l er paquet 2 e paquet 
retourne 



■ n+l 

■ n+2 



n° de place 



2n 
2n-l 
2n — 2 
2n-3 



n° de carte 



n+l 



n+2 
n-1 



■ 2n-l 

■ 2)1 



2 

2n-l 
1 

2n 



Fig. 11 - Melange de Monge, permutation h 3 

Cette sequence est representee par la permuta- 
tion /13 des entiers 1, 2, . . . , 2n suivante : 



■ 2n-l 

■ 2n 



2n-l 
2 

2n 
1 



Fig. 12 - Melange de Monge, permutation /14 

D'oii les permutations des entiers l,2,...,2n 
suivantes : 



h 3 (i) 



1 
2 

2n 



i - 1 



si i est pair, 
si i est impair, 



i + 1 
2 

2n+l 



si i est impair, 
si i est pair, 
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et 



2j - 1 si 1 < j < n, 

4n + 2 - 2j si n + 1 ^ j ^ 2n. 



On a /i4(l) = 1, ce qui signifie que la carte n° 1 
reste immobile dans cette manipulation. Les per- 
mutations des entiers 0, 1, 2, . . . , 2n — 1 associees 
sont les suivantes : 



i 
2 

2n 



i + l 



si i est pair, 
si i est impair, 



et 



r-i/ -n, = / 2j" si < j < n- 1, 

4 U; \ 4n-l-2j" sira<j<2n-l. 

On a en particulier la congruence notoire 

hi 1 (j) = ±2j [mod {An- 1)]. 



A l'instar du melange de la section 111.4.11 ce me- 
lange est relie a celui decrit dans II 1.3.21 selon 

h± = s o /i 2 o s . 

Les permutations /12 et /14 sont done conjuguees. 

Pour resumer et avoir une vision concise des 
divers melanges consideres, nous avons defini les 
permutations / (in-shuffle) , g (out-shuffle) et 
hi,Ji2,h3, /14 (melanges de Monge) ainsi que leurs 
translatees /, g, hi, I12, /13, /14 et leurs reciproques. 

Ill Une formulation de la solution 
du probleme 

Les melanges repetes correspondent mathema- 
tiquement aux iterations successives des permu- 
tations decrites precedemment. Travaillons par 
exemple avec la permutation de Tin-shuffle /. L'is- 
sue des k premiers melanges est representee par la 
permutation 




Plus precisement, la quantite f k (i) designe le nu- 
mero de la carte se trouvant a la position n° i. 
Ainsi l'integralite de l'experience (supposee illi- 
mitee...) est modelisee par l'ensemble des itera- 
tions successives de / suivant : {id, f, f 2 , f 3 , . . .} 



= {f k ,k € N}. C'est un sous-ensemble de l'en- 
semble fini S2n des permutations de {1,2,..., 2n}, 
il est done fini lui-meme et il y a au moins deux 
entiers distincts k et / tels que f k ^ f l . Comme 
/ est bijective, on a en supposant par exemple que 
k < I et en posant alors r = I — k, f r = id, ou 
encore (/ _1 ) r = id. Cela signifie qu'au bout de 
r melanges parfaits, on retombe necessairement 
sur l'ordre initial des cartes. Ceci repond afflrma- 
tivement a la premiere question posee dans Pin- 
troduction. 

L'ensemble {f k ,k € N}, qui est a posteriori 
identique a {f k , k € Z}, s'ecrit en extension se- 
lon {id, f, f 2 , . . . , f r ~ 1 }. Le nombre r est une pe- 
riode de l'application k G Z 1 — > f k G S2 n - Re- 
marquons que la permutation / qui est definie par 



f(i) = f(i + 1) - 1 verifie f 



F(i + 1) - 1. 



Ainsi, l'equation d'inconnue r, f r = id est equiva- 
lente a f r = id. Cela signifie que les permutations 
f et f (et aussi / _1 et f~ l ) ont meme periode, ce 
qui est bien sur naturel puisque le retour a l'ordre 
initial ne depend pas du choix de la numerotation. 
Nous pourrons travailler indifferemment avec / ou 
/ selon le cas. Le calcul de cette periode - le plus 
petit r ^ 1 tel que f r = id - est precisement 
l'objet de la deuxieme question posee dans l'in- 
troduction. Une methode de calcul est proposee 
dans les theoremes[TJ|4l[6]et[7]ci-dessous, on peut 
la trouver e.g. dans les divers livres [H EJ [16] ainsi 
que dans les articles [6j [12] . 

La derniere question posee dans l'introduction 
concerne la possibilite de retrouver, partant d'une 
pile de 2n jetons contenant de bas en haut n je- 
tons verts et n jetons rouges, une pile visuellement 
identique, mais eventuellement correspondant a 
un ordre de jetons (s'ils etaient discernables) dif- 
ferent. Cela revient a determiner pour la permu- 
tation / le plus petit entier r' ^ 1 tel que 



et 



f ({l,2,...,n}) = {l,2,...,n} 



f ({n + l,n + 2,... ,2n}) = {n+1, n+2, . . . , 2n}. 

Une des deux egalites est redondante puisque / 
est bijective. II est clair que r' ^ r. En fait, 
l'entier r' divise la periode r. En effet, en effec- 
tuant la division euclidienne de r par r' , on a 
r = ar' + b pour deux entiers a et b tels que 
^ b ^ r' — 1. Alors, par definition de r, 

fr = f(a+l)r'-(r'-b) = ^ donQ fr'-b = (fr'}a+l 

et f r '- b verifie f r '~ b ({l, 2, .... n}) = {1, 2, ... , n}. 
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Par definition de r', comme 1 ^ r' — b ^ r', on 
a necessairement b = et done r' divise r. La re- 
cherche de r' semble delicate, nous ne l'aborderons 
pas dans ce travail. 

Ill.l Cas de I'in-shuffle 

Theoreme 1 La periode de I'in-shuffle de 2n 
cartes est le plus petit entier r 1 verifiant 
2 r = 1 [mod (2n + 1)]. En d'autres termes, r est 
I'ordre de 2 modulo (2n + 1). 

Demonstration. Rappelons la congruence pour 
la permutation / associee a I'in-shuffle : 

r\j) = 2j [mod (2n + l)]. 

On a alors pour tout k G N, 

/- fe (j) = 2 fc j [mod (2n + l)]. 

La periode de / est done le plus petit entier 
r ^ 1 verifiant 2 r = 1 [mod (2n + 1)]. Notons 
qu'un tel entier existe effectivement. En effet, en 
adaptant le raisonnement precedent et en rap- 
pelant la notation a mod n qui designe le reste 
de la division euclidienne de a par n, l'ensemble 
{2 k mod (2n + 1), k G N} est fini, il existe au 
moins deux entiers distincts k et I tels que k < I et 
2 k = 2 l [mod (2n + 1)]. Les nombres 2 et (2n + l) 
etant premiers entre eux, 2 est inversible modulo 
(2n + 1) et on peut done « diviser » par 2 k pour 
obtenir 2 l ~ k = 1 [mod (2n + 1)] avec l — k^-1. □ 

Remarque. Un theoreme d'Euler stipule que, si 
(p(2n + 1) est le nombre d'entiers premiers avec 
2n + l compris entre 1 et 2n + 1 (fonction indica- 
trice d'Euler), on a 2^ 2n+1 *> = 1 [mod (2n + l)]. 
Ainsi (^(2n + 1) est une periode de /. Lorsque 
2n + 1 est premier, ip{2n + 1) = 2n et ceci n'est 
rien d'autre que le petit theoreme de Fermat : 
2 2n = 1 [mod (2n + l)]. 

La discussion precedente montre que revolution 
de la i e carte (i G {1, 2, 3, . . . , 2n}) est decrite par 
l'orbite de i sous Taction de / (ou de maniere equi- 
valente de f~ l ) : 

0(i) = {/^Ugz} 

= {»,/(»), / 2 (o,---.r- 1 (i)} 

= {2 fe imod (2n + l),0< fc < r - 1}. 
L'orbite de 1 est en particulier 

0(f) = {2 fc mod (2n + f),0 < fc < r - 1}. 



Par definition de r, le cardinal de 0(f) est exac- 
tement r : card 0(f) = r. Pour les autres i, on 
a card0(i) ^ r. On voit par ailleurs, puisque 
0(f) C {1,2,3,... ,2n}, que r < 2n. L'egalite 
r = 2n signifie que l'on a une seule orbite : pour 
tout i G {1,2,3, . . . ,2n}, 

0(2.) = {f,2,3,...,2n}. 

Dans ce cas, une carte donnee visite toutes les 
places du jeu avant de revenir a sa position initiale. 



Proposition 2 

• Pour tout i G {1, 2, . . . , n}, le cardinal de l'or- 
bite de i est un diviseur de celui de l'orbite de 1 : 
card0(i) divise card 0(1). 

• Dans le cas particulier oil i est un nombre pre- 
mier avec 2n + 1, ces orbites ont meme cardinal : 
card 000 = card 0(f). 

• Si 2n + f est premier, toutes les orbites ont 
meme cardinal r et il y a 2n/r orbites distinctes. 

Demonstration. 

• Introduisons le pged des entiers i et 2n + f : 
di = pgcd(i, 2n + f ) et posons = card 0(i) 
(on a en particulier r± = r). Le cardinal n 
est le plus petit entier strictement positif tel 
que 2 k i = i [mod (2n + f)]. Cette derniere ega- 
lite est equivalente a l'assertion « (2n + f ) di- 
vise i(2 k — 1) », ou encore « [2n + l)/ck divise 
(i/di)(2 k — 1) ». Par definition de di, les entiers 
i/di et mi = (2n + l)/di sont premiers entre eux, 
ce qui montre que rrtj divise 2 k — 1. On voit ainsi 
que Ti = min{fc G N* : 2 k = f [mod rrii]}. 
Prouvons que rj divise r. Comme mi divise 2n + 1, 
on a l'implication x = y [mod (2n + f )] => 
x = y [mod mj] ; on peut alors definir de maniere 
coherente, entre les groupes multiplicatifs 

0(f) = {2 k mod (2n + f ), fc < r - f } 

et 

Gi = {2 k mod mi, < A; < n - 1 }, 
un morphisme 

4>i- 0(f) ^ Gi 

2 k mod (2n + f ) 1 — > 2 k mod rrii 

qui est clairement surjectif. Les groupes 
0(l)/ker0j et Gi sont done isomorphes ce 
qui montre bien que card(Gj) (qui vaut rj) divise 
card 0(f). 
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• Lorsque i est premier avec 2n + 1, i est 
inversible modulo (2n + 1) et l'application de 
multiplication par i 

0(1) - 0(z) 

2 fc mod (2n + 1) i — ► 2 fc i mod (2n + 1) 

est une bijection entre les orbites 0(1) et 0(i). 
Les orbites de 1 et de i ont done meme cardinal 
(qui vaut r). 

• Enfin, si 2n + 1 est un nombre premier, tout 
i £ {1,2, ... , 2n} est premier avec 2n + 1 et done 
rj = r. La reunion des differentes orbites coinci- 
dant avec {1, 2, ... , 2n}, il y a alors 2n/r orbites 
distinctes. □ 

Exemple. Cas d'unjeu de 52 cartes (quatre series 
de cartes numerotees de 2 a 10, valet, dame, roi, 
as, de couleurs carreau, pique, cceur, trefle). Ce 
cas correspond a n = 26. L'etude de Tin-shuffle 
de ce jeu s'effectue modulo 2n + 1 = 53 qui est 
premier. En renumerotant toutes les cartes de 1 a 
52, il y a une seule orbite : 0(1) = {1, 2, 3, ... , 52} 
et Tin-shuffle est de periode 52. 

Exemple. Cas d'un jeu de 54 cartes (jeu prece- 
dent avec deux jokers differents). Ce cas corres- 
pond a n = 27. L'etude de Tin-shuffle de ce me- 
lange se mene modulo 2n + 1 = 55. On trouve, en 
renumerotant toutes les cartes de 1 a 54, quatre 
orbites distinctes : 

0(1) = {1,2,4,7,8,9,13,14,16,17, 

18, 26, 28, 31, 32, 34, 36, 43, 49, 52}, 

0(3) = {3,6,12,19,21,23,24,27,29,37, 

38, 39, 41, 42, 46, 47, 48, 51, 53, 54}, 

0(5) = {5,10,15,20,25,30,35,40,45,50}, 
0(11) = {11,22,33,44}. 

On verifie que les cardinaux de 0(3), 0(5), 0(11), 
valant respectivement 20, 10, 4, divisent le cardi- 
nal de 0(1) qui vaut 20. Ainsi, Tin-shuffle est de 
periode 20. 

Corollaire 3 

• La periode de I 'in-shujfle d 'un jeu de 2 P cartes 
(p^l) est 2p. 

• La periode de V in- shuffle d'un jeu de 2 P — 2 
cartes (p ^ 2) est p. 

Demonstration. Ecrivons Torbite de 1. 

• Si n = 2 p ~ l , alors 2n + 1 = 2 P + 1. On 



voit que 2 P = — 1 [mod (2n + 1)], puis, en ele- 
vant au carre, que 2 2p = 1 [mod (2n + 1)]. D'apres 
le theoreme [TJ on tire que 2p est une periode 
de Tin-shuffle. On a ensuite, pour tout k G {p, 
p + 1, . . . , 2p}, 2 k = 2P - 2 k ~P + 1 [mod (2n + 1)] 
avec Tencadrement 1 ^ 2 P — 2 k ~ v + 1 ^ 2n. L'or- 
bite de 1 est dans ce cas 

0(1) = {l,2,2 2 ,...,2 p - 1 ,2 p , 

2 P+1 mod (2n + 1), 2 P+2 mod (2n + 1), 

...,2 2p ~ 1 mod (2n + l)} 
= {l,2,2 2 ,...,2P-\2f, 

2 p -l,2 p -3,...,2 p -2 p - 1 + l} 
= {2 k ,0^k^p-l} 

U{2 P - 2 fe + 1,0 ^ k^p-1}. 

On constate que card 0(1) = 2p et done que 2p 
est la periode de Tin-shuffle. 

• Si n = 2 p - x - 1, alors 2n + 1 = 2 P - 1 et done 
2 p = 1 [mod (2n + 1)]. Cette fois, Torbite de 1 est 
donnee par 

0(1) = {1,2,2 2 ,...,2^- 1 } 

et Ton obtient card 0(1) = p. Le nombre p est la 
periode de Tin-shuffle. □ 

Remarque. D'apres la remarque suivant le theo- 
reme [U on a prouve au passage que p divise 
<p(2 p - 1) et 2p divise ip(2 p + 1). 

Exemple. Cas d'unjeu de 32 cartes (quatre series 
de cartes numerotees de 7 a 10, valet, dame, roi, 
as, de couleurs carreau, pique, cceur, trefle). Ce 
cas correspond a n = 16 et p = 5. L'etude de Tin- 
shuffle de ce jeu se realise modulo 2n + 1 = 33. 
En renumerotant les cartes de 1 a 32, Tevolution 
progressive de la carte n° 1 est decrite selon le 
cycle 

r\i) = 2, r 2 (i) = 4, r 3 a) = s, r 4 (i) = ie, 
r 5 (i) = 32, r 6 (i) = 31, r 7 (i) = 29, 
r 8 a) = 25, r 9 (i) = i7, r l0 (i) = i. 

Plus generalement, on trouve quatre orbites dis- 
tinctes : 

0(1) = {1,2,4,8,16,17,25,29,31,32}, 
0(3) = {3,6,9,12,15,18,21,24,27,30}, 
0(5) = {5,7,10,13,14,19,20,23,26,28}, 
0(11) = {11,22}. 
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On verifie que les cardinaux de 0(3), 0(5), 0(11), 
valant respectivement 10, 10, 2, divisent le cardi- 
nal de 0(1) qui vaut 10. Ainsi, Tin-shuffle de ce 
jeu est de periode 10 qui coincide precisement avec 
2p. 



111.2 Cas de lout-shuffle 

Theoreme 4 La periode de V out- shuffle d'un jeu 
de 2n cartes est le plus petit entier s ^ 1 verifiant 
2 s = 1 [mod (2n — 1)]. En d'autres termes, s est 
I'ordre de 2 modulo (2n — 1). 

Demonstration. Rappelons la relation remar- 
quable pour la permutation g associee a Tout- 
sliuffle : 

g- 1 {j) = 2j [mod (2n-l)] 

qui donne pour tout k € N, 

r fe (j) = 2 fc i[mod (2n-l)]. 

La periode de g et done de g est alors le plus petit 
entier s ^ 1 verifiant 2 s = 1 [mod (2n — 1)]. □ 

Remarque. Le theoreme |4] decoule egalement du 
theoreme Q] : en effet, il a ete observe qu'un out- 
shuffle de 2n cartes est identique a l'in-shuffle du 
jeu de 2(n — 1) cartes obtenu en retirant les pre- 
miere et derniere cartes. 

La discussion precedente montre que revolution 
de la i e carte (i € {0, 1, 2, . . . , 2n — 1}) est decrite 
par l'orbite de i sous Taction de g (ou de maniere 
equivalente de <? _1 ) : 

0(z) = {g k (i),keZ} 

= {i,^),^),...,^)} 

= {2 k i mod (2n - 1), < k ^ s - 1}. 

L'orbite de 1 est en particulier 

0(1) = {2 k mod (2n - 1), ^ k «C s - 1}. 

Exemple. Cas d'un jeu de 52 cartes. L'etude 
de Tout-shuffle de ce jeu s'effectue modulo 
2n — 1 = 51. On trouve, en numerotant les cartes 



de a 51, les neufs orbit es suivantes : 



0(0) 


= {0}, 


0(1) 


= {1,2,4,8,13,16,26,32}, 


0(3) 


= {3,6,12,24,27,39,45,48}, 


0(5) 


= {5,7,10,14,20,28,29,40}, 


0(9) 


= {9,15,18,21,30,33,36,42}, 


0(11) 


= {11,22,23,31,37,41,44,46}, 


0(17) 


= {17,34}, 


0(19) 


= {19,25,35,38,43,47,49,50}, 


0(51) 


= {51}. 



Les cardinaux de ces orbites sont 1, 2 ou 8. La 
periode de Tout-shuffle est s = 8. 

Exemple. Cas d'un jeu de 54 cartes. L'etude de 
Tout-shuffle de ce jeu se mene modulo 2n — 1 = 53 
qui est premier. On trouve a present, en numero- 
tant les cartes de a 53, trois orbites distinctes : 

0(O) = {O}, 0(1) = {1,2, 3,... ,52}, 0(53) = {53}. 

La periode dans ce cas est s = 52. 

La remarque suivant le theoreme|4]fournit Tana- 
logue suivant du corollaire El 

Corollaire 5 

• La periode de I 'out-shuffle d'un jeu de 2 P 
cartes (p ^ 1 ) est p. 

• La periode de V out-shuffle d'un jeu de 2 P + 2 
cartes (p ^ 1) est 2p. 

Exemple. Cas d'un jeu de 32 cartes. Ce cas cor- 
respond a n = 16 et p = 5. L'etude de Tout-shuffle 
se realise modulo 2n — 1 = 31. En numerotant 
les cartes de a 31, Tevolution de la carte n° 1 
est decrite selon le cycle ^~ 1 (1) = 2, g~ 2 (l) = 4, 
r 3 (l) = 8, r 4 (l) = 16, r 5 (l) = l- Plus gene- 
ralement, on trouve huit orbites distinctes : 



0(0) 


= {0}, 


0(1) 


= {1,2,4,8,16}, 


0(3) 


= {3,6,12,17,24}, 


0(5) 


= {5,9,10,18,20}, 


0(7) 


= {7,14,19,25,28}, 


0(11) 


= {11,13,21,22,26} 


0(15) 


= {15,23,27,29,30} 


0(31) 


= {31}. 



Les cardinaux de ces orbites valent 1 ou 5 et Tout- 
shuffle de ce jeu est de periode 5 qui coincide pre- 
cisement avec p. 
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III. 3 Cas d'un melange de Monge 

Theoreme 6 La periode commune de h\ et de 
/13 est le plus petit entier u ^ 1 verifiant I'une 
des deux congruences 2" = 1 [mod {An + 1)] ou 
2 U = -1 [mod (4n+ 1)]. 

Explication du theoreme. Ou bien il existe 
une puissance de 2 congrue a —1 modulo (4n + 1) 
et Ton choisit pour u la plus petite. Dans ce 
cas, 2u est l'ordre de 2 modulo {An + 1) : 
2 2u = 1 [mod (4n + 1)]. Ou bien il n'existe au- 
cune puissance de 2 congrue a —1 modulo (4n + l) 
et Ton choisit alors pour u l'ordre de 2 modulo 
(4n + l). 

Demonstration. Rappelons tout d'abord que 
hi et /13 sont conjuguees : h$ = s o h± o s . 
Cette propriete s'etend a toutes les iterees : 
h k = s o h k o s~ l . Ainsi l'equation h k = id est 
equivalente a l'equation h k = id, prouvant que 
hi et /13 ont meme periode. Rappelons la relation 

h^ij) = ±2j [mod (4n + 1)]. 

On a 

tq k {j) = ±2 k j [mod (4?i+l)], 

le signe ± dependant de j et k est determine sans 
ambigu'ite par la contrainte 1 ^ h^ k {j) ^ 2n. 
Plus precisement, si 2 k j admet un represen- 
tant modulo {An + 1) compris entre 1 et 2n, 
alors h^ k {j) coincide avec ce representant et 
on choisit le signe + dans la congruence : 
/i- fc (j) = +2 k j [mod (4n+ 1)]. Sinon, 2 k j admet 
un representant entre 2n + 1 et 4n (0 ne peut pas 
etre un representant car 2 k et (4n + 1) sont pre- 
miers entre eux et 1 ^ j ^ 2n). Dans ce cas, — 2 k j 
admet un representant entre 1 et 2n et Ton choisit 
le signe - : h^ k (j) = -2 k j [mod {An + 1)]. 

Pour avoir en particulier h^ k {l) = 1, on 
doit choisir k tel que 2 k = ±1 [mod (4n + 1)] . 
Considerons done le plus petit entier u ^ 1 tel que 
2" = 1 [mod (4n + 1)] ou 2 U =-l [mod {An + 1)]. 
On a ensuite pour tout j € {1, 2, . . . , 2n}, 
hz U {j) = ±j [mod(4n + l)], le signe ± de- 
pendant de j et u. En fait, le representant de 
— j mod {An + 1) compris entre 1 et An + 1 est 
An + 1 — j. Mais ce representant est superieur a 
2n et la condition 1 ^ h^ u {j) ^ 2n n'est remplie 
que dans le cas ou h^ u {j) = j. Ainsi h^ u = id et 
u est la periode de h%. □ 



Exemple. Cas d'un jeu de 52 cartes. L'etude 
de ce melange de Monge s'effectue modulo 
An + 1 = 105. On trouve les orbites suivantes : 

0(1) = {1,2,4,8,13,16,23,26,32,41,46,52}, 

0(3) = {3,6,9,12,18,24,27,33,36,39,48,51}, 

0(5) = {5,10,20,25,40,50}, 

0(7) = {7,14,28,49}, 

0(11) = {11,17,19,22,29,31, 
34,37, 38,43,44,47}, 

0(15) = {15,30,45}, 

0(21) = {21,42}, 

0(35) = {35}. 

Ce melange a pour periode 12. 

Exemple. Cas d'un jeu de 54 cartes. L'etude 
de ce melange de Monge s'effectue modulo 
An + 1 = 109. On trouve les trois orbites sui- 
vantes : 

0(1) = {1,2,4,8,16,17,19,23,27, 

32, 33, 34, 38, 41, 43, 45, 46, 54}, 

0(3) = {3,5,6,7,10,12,13,14,20, 

24,26,28,29,40,48,51,52,53}, 

0(9) = {9,11,15,18,21,22,25,30,31, 
35, 36, 37, 39, 42, 44, 47, 49, 50}, 

Ce melange a pour periode 18. 

De maniere similaire, la congruence precedem- 
ment signalee 

h^{j)=±2j [mod (4?i-l)] 

fournit la periode de /14. 

Theoreme 7 La periode commune de /12 et de 
/14 est le plus petit entier v ^ 1 verifiant I'une 
des deux congruences 2 V = 1 [mod {An — 1)] ou 
2 V = -1 [mod {An - 1)]. 

Exemple. Cas d'un jeu de 52 cartes. L'etude 
de ce melange de Monge s'effectue modulo 
An — 1 = 103. On trouve les deux orbites 
0(0) = {0} et 0(1) = {1,2,3,... ,51}. La pe- 
riode de ce melange est 51. 

Exemple. Cas d'un jeu de 54 cartes. L'etude 
de ce melange de Monge s'effectue modulo 
An — 1 = 107. On trouve les deux orbites 
0(0) = {0} et 0(1) = {1,2,3,... ,53}. La pe- 
riode de ce melange est 53. 
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Corollaire 8 La periode d'un melange de Monge 
de 2 P cartes (p ^ 1) est p + 1. 

Demonstration. Pour n = 2 P_1 , on a An + 1 
= 2 P+1 + 1. Done 2 p+l = -1 [mod (4n + 1)] et 
2 P+1 = 1 [mod (An — 1)]. D'apres les theoremes [6] 
et [7J p + 1 est une periode de fei,/i2j^3 et /14. 
Dans les deux cas, l'orbite de 1 est l'ensemble 
{1, 2, 2 2 , . . . , 2 p } de cardinal p + 1, ce qui prouve 
le corollaire. □ 

Exemple. Cas d'un jeu de 32 cartes. L'etude du 
melange de Monge associe a /13 s'effectue modulo 
An + 1 = 65. On trouve les orbites suivantes : 

0(1) = {1,2,4,8,16,32}, 

0(3) = {3,6,12,17,24,31}, 

0(5) = {5,10,15,20,25,30}, 

0(7) = {7,9,14,18,28,29}, 

0(11) = {11,19,21,22,23,27}, 

0(13) = {13,26}. 

L'etude du melange de Monge associe a /14 s'ef- 
fectue modulo An — 1 = 63. On trouve les orbites 
suivantes : 



0(0) 


= {0}, 


0(1) 


= {1,2,4,8,16,31}, 


0(3) 


= {3,6,12,15,24,30}, 


0(5) 


= {5,10,17,20,23,29}, 


0(7) 


= {7,14,28}, 


0(9) 


= {9,18,27}, 


0(11) 


= {11,13,19,22,25,26} 


0(21) 


= {21}. 



Dans les deux cas, la periode est 6 et coincide bien 
avec p + 1 (ici n = 2 P ~ 1 avec p = 5). 

III. 4 Quelques valeurs numeriques 

Nous donnons ci-dessous les periodes des in- 
shuffles et des melanges de Monge associes a hi 
et /i2 (baptises dans le tableau de « in-Monge » et 
« out-Monge ») pour des jeux de 2n cartes avec 
2n ^ 64. 



2n 


2 


4 


6 


8 


10 


12 


14 


16 


in-shuffle 


2 


4 


3 


6 


10 


12 


4 


8 


in-Monge 


2 


3 


6 


4 


6 


10 


14 


5 


out-Monge 


1 


3 


5 


4 


9 


11 


9 


5 



12 



2n 


18 


20 


22 


24 


26 


28 


30 


32 


in-shuffle 


18 


6 


11 


20 


18 


28 


5 


10 


in-Monge 


18 


10 


12 


21 


26 


9 


30 


6 


out-Monge 


12 


12 


7 


23 


8 


20 


29 


6 




2n 


34 


36 


38 


40 


42 


44 


46 


48 


in-shufffc 


12 


36 


12 


20 


14 


12 


23 


21 


in-Monge 


22 


9 


30 


27 


8 


11 


10 


24 


out-Monge 


33 


35 


20 


39 


41 


28 


12 


36 




2n 


50 


52 


54 


56 


58 


60 


62 


64 


in-shufffc 


8 


52 


20 


18 


58 


60 


6 


12 


in-Monge 


50 


12 


18 


14 


12 


55 


50 


7 


out-Monge 


15 


51 


53 


36 


44 


24 


20 


7 



IV In-shuffle : cas particuliers 

Dans cette partie, nous calculons explicitement 
les iterations successives de la permutation asso- 
ciee a Tin-shuffle dans les deux cas particuliers 
n = 2P- 1 et n = 2P' 1 - 1. L'astuce de calcul 
consiste a travailler avec les ecritures binaires des 
numeros de cartes. 

Nous ne calculerons pas les iterations succes- 
sives de rout-shuffle dans les cas n = 2 P ~ 1 et 
n = 2 P ~ 1 + 1, Tout-shuffle etant equivalent a Tin- 
shuffie associe aux cas respectifs n = 2 P ~ 1 — 1 et 
n = 2 p ~\ 

IV. 1 Cas d'un jeu de 2 P cartes 

Nous nous placons dans le cas d'un jeu de 2 P 
cartes, e'est-a-dire n = 2 P ~ 1 . Nous travaillons 
ici avec /. Introduisons Tecriture binaire d'un 
i E {0,1,..., 2n- 1} : 

p-i 

i = i p _i ...i = y^jk2 k 

k=0 

ou les «o, ii, . . . ,ip_i sont des bits ou 1. On a 
en particulier n = 10_^_0 et 2n — 1 = 1^— J^. Dans 

p-i p 
ces conditions, Timage de i par la permutation / 
s'ecrit 




lip-! ...ii si i = 0, 
i p -i ...h si io = 1, 



soit encore 

f(i) = (1 - i )i p -i ...ii. 



IV. 1.1 Calcul des iterees f k (i) pour chaque i 

Avec cette representation de /, on voit progres- 
sivement que 

f(i) = (l-i )i p _ 1 ...ii, 
f 2 (i) = (l-i 1 )(l-i )i p _ 1 ...i 2 

et plus generalement, pour ^ k ^ p, 

f k (i) = (1 - i k -i) ... (1 - i )i p -i ...i k . 

Pour k = p, on obtient 

f(i) = (l-i H )...(l-i ) 

que l'on peut reecrire 

f p (i) = 1_^J, ~~ *p-i ■ • • «o = 2n — 1 — i. 

p 

Ainsi / p est la symetrie des entiers 0, 1, . . . , 2n — 1. 
Cela signifie que dans le cas d'une pile de 2n jetons 
dont les n jetons du bas sont verts et les n du 
haut sont rouges, on obtient au bout dep melanges 
parfaits une pile inversee : les n jetons du bas sont 
rouges et les n du haut sont verts. 

En poursuivant, on trouve pour p ^ k ^ 2p, 

f k {i) = ik- P -i ■ ■ ■ io(l - ip-i) ... (1 - ik-p) 

pour aboutir finalement a 

f 2p (i) = i p -ii p -2 ■ ■ ■ io = i- 

On retrouve bien le fait que, dans le cas ou 
n = 2 P_1 , le nombre 2p est une periode de / (et 
aussi de /). 

IV.1.2 Calcul des iterees / fc (0) 

L 'evolution en binaire de la premiere carte (nu- 
mero 0) est interessante en soi. Les calculs prece- 
dents donnent 

/(0) = 10-0 = n. 
p-i 

Plus generalement, pour ^ k ^ p, 
f k {0) = l_-20_-_0 

k p—k 

= OP- 1 4- 1P~ 2 -4- ■ ■ ■ 4- lP~ k = IP - lP~ k 



qui conduit a 

fP(0) = T^l = 2 P - 1 = 2n - 1. 

v 

Puis, pour p ^ k ^ 2p, 

/ fc (0) =T^T= 2 2p ~ k - 1 

2p-k 

et finalement / 2p (0) = 0. Ainsi, l'orbite de sous 
Taction de / est 

0(0) = {2 P -2 p - k ,l^k^p} 

U{2 2p - k - l,p ^ k ^ 2p- 1} 
= {2 k - 1,1 < k ^p} 
U{2 p - 2 k ,l < k < p}. 

On voit que card 0(0) = 2p. Le nombre 2p est 
bien la periode de /. 

IV. 2 Cas d'un jeu de 2 P — 2 cartes 

Nous nous plagons dans le cas ou n = 2 p ~ l — 1. 
Nous travaillons ici avec /. Introduisons de nou- 
veau l'ecriture binaire d'un i G {l,2...,2n} : 
i = ip-\ . . . io- On a n + 1 = 2 p ~ l = 10 — 0. Dans 

p-i 

ces conditions, l'image de i par la permutation / 
s'ecrit 




ip-i ...ii si i = 0, 
lz p _i...ii si i = 1, 



soit encore 

f(i) = ioip-i ■■■h- 

Dans ce cas, la permutation / correspond a 
une simple permutation circulaire des chiffres 
de la decomposition binaire de la variable : 
(io,h, . . . ,i p -i) i — > (ii, *2 • • • ,i P -i,k)- 

IV. 2.1 Calcul des iterees f k (i) pour chaque i 

On obtient immediatement, pour ^ k ^ p, 

f k (i) = ik-iik-2 ■ ■ ■ ioip-i - --ik- 

Finalement pour k = p : 

f p (i) = ip-iip-2 ...io = i. 

Ce precede est signale dans [HE]. On retrouve le 
fait que, dans le cas ou n = 2 P ~ X — 1, p est une 
periode de /. 
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IV.2.2 Calcul des iterees f k (l) 



V.l.l Calcul des iterees h\{i) pour chaque i 



Examinons revolution binaire de la premiere Nous considerons par exemple le cas d'un 
carte (n° 1) : la permutation circulaire des chiffres nombre i se decomposant sous la forme 
donne 



/ (1) = 10 - = 2 p ~ l = n + 1, 
p-i 

puis, pour ^ k ^ p, 

f k (l) = W^O = 2 p ~ k . 

p—k 

On arrive finalement a / p (l) = 1 et p est bien la 
periode de /. 



i = 1 -10-0... 1-10-0. 

lm lm—1 1-2 h 



On a 



hi(i) 
^(0 



l_-_10_-_0 . . . l_^w_^3 

iro+1 lm-1 h h~ 1 

r^To^oTTTT^T 



V Melange de Monge : cas d'un 
jeu de 2 P cartes 

Dans toute cette section, nous nous placons 
dans le cas ou n = 2 P ~ 1 . 

V.l Version associee a h\ 

Nous travaillons ici avec la permutation h\ des 
entiers 0, 1, . . . , 2n — 1. On a, pour i = i v _\ . . . zq, 



puis 



Mi) 



(1 - io)i p -i ...ii 



si io = 0, 



(1 -i )(l - ip-i) ■ ■ ■ (1 - *i) si i = 1. 



L'expression de h±(i) ci-dessus dependant de la 
parite de i, nous sommes amenes a decomposer 
l'ecriture binaire de i en blocs de et de 1 conse- 
cutifs. Notons m (m ^ 1) le nombre de blocs ap- 
paraissant dans i et h,l2, ■ ■ ■ ,lm leurs longueurs 
respectives en partant de la droite vers la gauche 

(h, . . . , l m ^ 1 et ZiH \-l m = p)- Pour m = 1, on 

a les deux possibilites i = — et i = 1 — 1. Pour 
m ^ 2, on a les quatre possibilites generiques : 



0-01-1... 1-10-0, 



'm l-m — 1 



«2 il 



0-01-1. ..0-01- 1, 
r^To^oT^T^TF^O, 

lm lm-1 h ll 

1_-J0^...0_-M_-^. 

lm lm-1 h ll 



h[ 1+l2 (i) 



Im+Il+1 lm— 1 ?2~ 1 

1 0_-_0 T^TTTTO^O 

Ira+Il+1 im-1 ^2 — 2 

1-1 0-0 1-1. ..1-1 



'2 — 1 im+'l + l lm-1 



puis 
'Ji+h+1 



(«•) 



0_-_0 1-1 0_-_0 . . . 0_-_0 

'2 Im+Il+1 lm-1 '3 — 1 

(3 — ! ?2 Im+Il+1 lm-1 U 



On continue ainsi de suite pour arriver a 

~IlH Hm-l 



h 



^IlH Mm— 1+1 



# 1 1+ ™ Hm+1 (i) 



(0 
(0 



<L3J- 0-0 • • • 1-1 

im-l— 1 Im-2 ^2 Im+il+l 

o^or^TrTT^To^o 

lm-1 Im-2 '2 Im+Il 

T^IO^OTTTT^TO^O. 

Im 'm — 1 '2 



Finalement, le resultat de la derniere etape s'ecrit 
exactement 

h\ +1 {i) =i. 

Les calculs menes ci-dessus s'etendent aisement 
aux autres formes possibles de decompositions bi- 
naries par blocs de i quitte a faire l\ = ou/et 
l m = 0. 
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V.1.2 Calcul des iterees h$(0) 

Les calculs de la section precedente donnent en 
particulier les iterations successives de h\ en : 



/ii(0) = 10-0 = n, /if (0) = 110 — 0. 

p-l p-2 

Plus generalement, on a pour ^ k ^ p, 
ftf(0) = 1-10-0 



fc p— fe 



jusqu a 



h\(Q) = 1 - 1 = 2n - 1 



et enfin /i? +1 (0) = 0. 



V.2 Version associee a ho 



En ce qui concerne la permutation /12 des entiers 
0, 1, . . . , 2n — 1, on a pour i = 7 p _i . . . io, 



M0 



io(l-ip-i) •••(!- «i) si i = 0, 



z z p -i • • • i\ 



si i = 1, 



V.2.1 Calcul des iterees pour chaque i 



Considerons de nouveau l'exemple ou 



i = 1-10- 0... 1-10-0. 



On a 



M0 



£ro + l lm-1 fa ll— 1 

10_-J1^...0_-_0^^ 

im+1 im-1 '2 il— 2 

1-10 -01-1. ..0-0 



puis 



0-01 - 10-0...1 - 1 



^1 l-tn — 1 



fa-i 



fa—l l\ im+1 lm-1 h 



puis 



;zi+/2+i, 



i) = 0_^01_^^"0^^ 

• fa fa im + 1 im-1 '3 — 1 



(3—1 fa h i m +l i m _i Z4 
On continue ainsi de suite pour arriver a 



(lH Mm-l 



/? 



^ilH him-l+1 



yi+-+i™ 



(0 



]_^0^...]_-_10_-_0 

/m — 1— 1 iro— 2 il im + 1 



(i) = 0_-01^...0_-01_-_l 

— 1 — 2 ^1 

(i) = l_-J0_-_0...0_-_01 

1 ^rra — 1 ^1 



f l h+"+ l ™+lty _ 1_^J£^...1_^J£^_0. 

lm lm-1 fa fa 

Finalement, la derniere etape donne exactement 

V.2. 2 Calcul des iterees /^(O) 

Les iterations successives de h,2 en s'ecrivent 
h 2 (0) = 01-1 =n-l, ^(0) = 101 - 1. 

p-l p-2 

Plus generalement, on a pour ^ k ^ p, 
h%(0) = 1-101-1 



fe— 1 p—k 



jusqu a 



h p 2 (0) = 1 - 10 = 2n - 2 
p-i 



et enfin h p 2 +1 (0) = 0. 

VI Cas d'un jeu contenant un 
nombre impair de cartes 

On considere ici rapidement le cas d'un jeu de 
2n + 1 cartes, cas etudie dans [12]. Dans cette si- 
tuation, le coupage de ce jeu en deux parties peut 
se faire de deux manieres : soit a la n e carte, soit a 
la (n + l) e . En d'autres termes, apres coupage, le 
premier paquet contient n cartes et le deuxieme en 
contient n + 1, ou bien le premier paquet contient 
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n + 1 cartes et le deuxieme en contient n. On in- 
tercale alors le paquet de n cartes dans celui de 
n + 1. 

Examinons les deux situations possibles. 

• Premier coupage : le jeu de cartes numero- 
tees dans l'ordre 1,2, 3, . . . , 2n, 2n + 1 est coupe 
en deux paquets de cartes numerotees 1,2, ... ,n 
pour le premier et n + 1, n + 2, . . . , 2n, 2n + 1 
pour le deuxieme. On constitue un nouveau jeu 
de 2n + 1 cartes en intercalant le premier paquet 
dans le deuxieme, donnant ainsi la suite de cartes 
n os n _|_ i n _|_ 2^ 2, . . . , n — 1, 2n, n, 2n + 1 (voir 

Fig. [TBI. On observe que la carte n° (2n + 1) reste 
immobile et qu'en la retirant du jeu, cette mani- 
pulation est identique a Tin-shuffle du jeu des 2n 
cartes restantes. 

• Deuxieme coupage : le jeu de cartes 
renumerotees dans l'ordre 0, 1, 2, 3, . . . , 2n est 
coupe a present en deux paquets de cartes 
numerotees 0, 1,2, ...,n pour le premier et 
n + 1, n + 2, . . . , 2n pour le deuxieme. On forme 
un nouveau jeu de 2n + 1 cartes en intercalant le 
deuxieme paquet dans le premier, fournissant ainsi 
la suite de cartes n os 0, n + 1, 1, n + 2, 2, . . . , 2n — 1, 
n— 1, 2n, n (voir Fig. [13]). Dans ce cas, la carte n° 
reste immobile ; en la retirant du jeu, cette mani- 
pulation est identique a Tin-shuffle du jeu des 2n 
cartes restantes. 



l er paquet 2 e paquet 



l er paquet 2 e paquet 



■ 2n + l 

■ 2n 

■ 2n-l 

■ n + 3 

■ n + 2 

■ n + 1 



7-1-1 
n-2 

2 
1 




■ In 

■ 2n-l 



■ n + 2 

■ n + 1 



cession d'in- et d'out-shuffles deplagant une carte 
donnee a une position donnee. Nous nous pla- 
gons dans le cas simple d'un jeu de 2 P cartes 
(p ^ 1) et renvoyons le lecteur a [1] ou une pro- 
cedure algorithmique est proposee dans le cas ge- 
neral. Les cartes sont numerotees de bas en haut 
0, 1,2, ... ,2P - 1. 

VII. 1 Procedure generale 

Rappelons que les displacements de la carte n° j 
ou j = jp-i ■ ■ ■ jo, par un in- et un out-shuffles sont 
representes, en posant pour simplifier les notations 

/- 1 = f et r 1 



Fig. 13 - Jeu a un nombre impair de cartes 

En conclusion, on a le resultat suivant. 

Theoreme 9 La periode du melange parfait de 
2n + 1 cartes est l'ordre de 2 modulo (2n + 1). 



VII Deplacement d'une carte vers 
une position donnee dans le 
cas d'un jeu de 2 P cartes 



Dans cette section, nous considerons le pro- 
bleme d'Elmsley consistant a determiner une suc- 



g, par 



m 

0(j) 



jp-2 ■ • -io(i -jp-l), 
jp-2 ■ ■ -joJp-i- 



Si Ton effectue consecutivement k\ in-, k,2 out-, ^3 



in-, ki out- 



1 in- et k m out-shuffles ou 



k\,k2, ■ ■ ■ ,k m sont des nombres positifs (eventuel- 
lement k\,k m pouvant etre nuls) de somme p, la 
carte n° j se retrouve a la position de numero 



(fl ° f 



og^of3og^of')(j). 



Determinons explicitement Tecriture binaire du 
numero i. On a 

f hl (j) = ip-fei-i • • • j'o(i - jp-i) ... (i - jp-ki) 

puis 

(0 fe2 of fel )(i) 



Jp-fci-fc 2 -l • • • Jo 



(1 jp—l) ••• (1 Jp— kl )jp— fci — 1 • • • jp— fci— /02 



puis 

k3 r 



(f 



Jp—k\—k2—k^ — l • ■ ■ JO 

(1 -jp-l) .--(I- jp-ki) 

Jp~ki — l ■ ■ ■ Jp—ki—k'z 



(1 - jp-fei-fea-l) ••• (1 - j p -k 1 -k 2 -k 3 )- 

De proche en proche, on arrive a 



Qfcm-l og fcm-2 Q 



ofl fc2 o 



f fcl )(i) 



Jp—ki 



■JO 



(1 jp— l) ••• (1 jp—ki)jp—ki — l • ■ ■ jp—k\—ki 



(1 - jp-ki—- 



... (1 -jp-ki- 



-t) 
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= jkm-1 ■ ■ ■ io(l - jp-l) •••(!- jp-ki) 
Jp—ki — 1 ■ ■ ■ Jp—ki—k-2 

3km~\~km — 1 1/ ' ' ' 3 km ) 

et enfin a 

( ^of^o...o^ofi)(j) 

= (1 - jp-l) • • • (1 - ip-fcjjp-fcj-l ■ • -ip-fci-fca 
v v * . ' 

fcl fc2 



C 1 ~ jfc m +fc m _i--i) •••(!- jk m )jk m -ij ■ ■ h; 

km— l k m 

En d'autres termes, les bits de i coincident avec les 
bits de j ou leur complement aire (le complemen- 
taire d'un bit j etant 1 —j) selon la regie suivante : 
de gauche a droite, 

- les k\ premiers bits de i sont les complemen- 
taires de ceux des k± premiers de j, 

- les &2 bits de i suivants sont identiques aux 
k<i suivants de j, 

- les fc 3 bits de i suivants sont les complemen- 
taires des fc 3 suivants de j, 

- les /c4 bits de i suivants sont identiques aux 
&4 suivants de j, 

- etc. 

Ce calcul permet d'elaborer un algorithme pour 
deplacer une carte de numero donne j vers une 
position de numero donne i (i ^ j). On decom- 
pose i et j en ecriture binaire : i = i p -\ . . . io 
et j = jp-i ■ ■ ■ jo- Puis on compare les bits de i 
et j situe a chaque meme place et Ton fait appa- 
raitre dans i des blocs de bits successifs identiques 
a ceux de j et des blocs de bits successifs comple- 
mentaires a ceux de j. On decompose ainsi i en 
« blocs de coincidence » et « blocs de comple- 
mentarite » avec ceux de j. Plus precisement, en 
introduisant la suite des longueurs de ces blocs 

Ai = min{fc ^ : i k = 1 - j k }, 

X 2 = min{k ^ Ai : i k+Xl = jk+x^, 

A 3 = min{A; ^ A 2 : ik+x 2 = 1 - Jfe+A 2 }, 

A 4 = min{A; ^ A 3 : i k+ \ 3 = jk+\ a }, 

on a, s'il yam tels blocs (Ai + • • • + A m = p avec 
Ai, A m ^ et A2, • • • , A m _i ^ 1), 

i = (1 - Jp-i) • • • (1 - jp-\m) 



3p—Xm—l ■ ■ m 3p— X m — Am-1 

V v ' 



(1 -JA1+A2-1) • • • (! -JXi) 

V v ' 

jAi-1 ■ • • jO; 
Ai 

Les calculs precedents montrent, en choisissant 
fci = A m ,fc 2 = A m _i, ... ,k m = Xi, que 

( A i of A 2o...og A — 1 of A -)(j) =i. 

Cela indique que A m in-, A m _i out-, . . . , A2 in- et 
Ai out-shuffles menent la carte n° j a la position 
n° i. En d'autres termes, le procede recherche se 
schematise selon la succession suivante (de gauche 
a droite) : 

l_^JO_^...I_-JO_-^. 

Xm A m _l A2 Al 

D'un point de vue pratique, on effectue un out- 
shuffle chaque fois que Ton rencontre, dans la lec- 
ture de gauche a droite des ecritures binaires de 
i et j, une coincidence de bits et un in-shufne 
lorsque Ton rencontre une complementarite de 
bits. Notons que les numeros i et j jouent un role 
symetrique dans cette analyse. Ainsi, ce processus 
qui deplace la carte n° j a la place n° i deplace 
egalement la carte n° i a la position n° j. 

Exemple. Considerons le cas d'un jeu de 32 
cartes numerotees 0, 1, 2, ... , 31. On souhaite de- 
placer la carte n° 19 vers la position n° 7. On 
ecrit les nombres 7 et 19 en binaire 7 = 00111 
et 19 = 10011, on superpose les deux series de 
bits et on compare les paires de bits verticaux. 
Lorsque l'on a une paire de bits identiques, on 
inscrit un out-shuffle ; lorsque l'on a une paire de 
bits differents, on inscrit un in-shufne. Cela donne 
concretement : 









1 


1 


1 


1 








1 


1 


I 





I 









L 'algorithme pour amener la carte n° 19 a la place 
n° 7 est schematise par la succession d'in- et d'out- 
shuffles IOIOO, soit : f(19) = 6, g(6) = 12, 
f(12) = 25, 0(25) = 19, fl(19) = 7. Globalement, 

(0 2 ofo of)(19) = 7. 
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L'algorithme pour amener la carte n° 7 a la place 
n° 19 est le meme : f(7) = 15, 0(15) = 30, f(30) 
= 28, g(28) = 25, g(25) = 19, qui donne 

(0 2 ofo of)(7) = 19. 

On observe que cette procedure est loin d'etre op- 
timale dans le premier cas puisque seul un out- 
shuffle suffit a deplacer la carte n° 19 vers la po- 
sition n° 7 : 0(19) = 1 ... Neanmoins, elle a l'avan- 
tage de fonctionner systematiquement. D'ailleurs 
dans le deuxieme cas, nous avons verifle a l'aide 
de Maple qu'aucune composition de moins de cinq 
in-/out-shuffles ne permettait la manipulation re- 
quise ; dans ce cas, l'algorithme se revele optimal. 
Dans [4], les auteurs proposent un algorithme mi- 
nimal pour executer le deplacement souhaite et cet 
algorithme est valable dans le cas d'un jeu conte- 
nant un nombre quelconque de cartes. 



VII. 2 Deplacement de la carte du des- 
sous du paquet vers une position 
donnee 

Examinons le deplacement de la carte du des- 
sous du paquet, i.e. la carte n° 0, vers la position 
donnee n° i. Les calculs precedents donnent imme- 
diatement 



(0 fem o f A 



O0 fc2 o 



r)(o) 



1-10-0... 1-10-0. 



fcl k2 



Introduisons la decomposition binaire de i par 
blocs 



1 - 10 - 0. . . 1 - 10 - 0, 



h 



ou les Zi, . . . , l m sont les longueurs positives des 
blocs de bits de i lus de droite a gauche. Even- 
tuellement, on posera l m = si la decomposition 
demarre par un bloc de et l\ = si elle finit par 
un bloc de 1. La regie precedente nous enseigne 
que 



(g Zl o f 



h O ■ • • O Q 1 ™- 1 O tl 



fU)(0) 



Dans le cas ou l m = 0, c'est-a-dire dans le cas 
ou la decomposition de i commence par un bloc 
de 0, puisque 0(0) = (un out-shuffle n'affecte 
pas la carte n° 0), on peut retirer la manipulation 
redondante q 1 ™- 1 ci-dessus pour obtenir 



(0* 1 o f' 2 o 







of'™- 2 )(0) = i. 



Ainsi, en effectuant successivement l m in-, l rn ~i 
out-, . . . , I2 in- et Zi out-shuffles, la carte n° i se 
retrouve au bas du paquet. C'est le fameux algo- 
rithme propose par Elmsley [6]. D'un point de vue 
pratique, comme cela est mentionne dans [4], [5] 
et [6], on suit le schema d'in/out-shuffles dicte par 
l'ecriture binaire de i de gauche a droite en inter- 
pretant un bit 1 par un in-shuffle / et un bit par 
un out-shuffle O, le premier bloc de O etant omis 
lorsque l m = : 

I-IO-O ...I-IO-O. 

lm 'm— 1 '2 '1 

Remarque. En fait, la procedure precedemment 
decrite pour amener la carte n° a la position n° i 
reste valable pour un jeu de 2n cartes, n etant un 
nombre quelconque. En effet, rappelons que pour 
j ^ {0, 1, ... ,n — 1}, f(j) = 2j + l et (j) = 2j. 
Soit alors un j € {0, 1, ... , n — 1} d'ecriture binaire 
j = jp-i ■ • • Jo- Pour un tel j, on a 



f 0) = Jp-i ■■■Jo 1 , fl(j') = j P -l ■ ■ ■ JoO. 



Plus generalement, si j v -\ . . . jol — 1 ^ 2n — 1, 

k 

(cette condition montrant que j v —\ ■ ■ ■ jo 1 — 1 

k-l 

^ n — 1 et que l'utilisation de l'expression de f 
ci-dessus est licite), alors 

f fc O')=jp-i---Jol-l- 



De meme, si j v -\ . . . joO — ^ 2n — 1, alors 

k 

e k (j) = j P -i...joO-o. 



Ainsi, pour Z m tel que 1 — 1 ^ 2n — 1, on a 



f-(0) = 1-1, 



puis, pour l m -\ tel que 1 _^J^^2' ^ — 1, on a 

^m— 1 

( fl im-i o f^)(0) = l_-20_-_0. 

De maniere generale, si les nombres l\, . . . , Z m ve- 
rifient ^10_-_0 . . . J^0_— _0 < 2n - 1, alors 



f m )(0) = 1 - 10 - 0... 1 - 10- 0. 



lm lm—1 



h h 
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Cette derniere egalite prouve que la carte n° 
peut effectivement atteindre n'importe quelle po- 
sition i G {1, 2, . . . , 2n — 1}. 



VII. 3 Displacement de la carte du dessus 
du paquet vers une position donnee 

De maniere analogue, regardons le deplacement 
de la carte du dessus du paquet, i.e. la carte 
n° 2 P — 1, vers la position n° i. Puisque 2 P — 1 ad- 
met la simple decomposition binaire l_ > ^J / > on a > 

p 

en inversant l'ordre de f et g dans les calculs pre- 
cedents et en se souvenant que q(2 p — 1) = 2 P — 1, 



VII. 5 Deplacement d'une carte donnee 
vers le dessus du paquet 

Enfin, le deplacement de la carte de numero 
donne i vers le dessus du paquet, i.e. vers la posi- 
tion n° 2 P — 1, est decrit par la relation 

(f* 1 o g' 2 o • • • o J*™-* o Q lm )(i) = 2 P - 1. 

Ainsi, le schema suivant, en omettant le dernier 
bloc de O lorsque l\ = 0, deplace la carte n° i 
au-dessus du paquet : 

O -01 - I ...O -01 - I. 



h h 



^og^)(2 p -l) 



O Q^- 1 o 



f 2 )(2 p -l) 



]_-jo_-_o . . . i_^_io_^_o. 

fcl k2 



Done, pour atteindre la position i avec 



1- 10-0... 1- 10-0, 

lm lm-1 h h 



on suivra le schema 



I-10-O...O-OI-I. 



lm — 1 lm — 2 



h h 



VII. 4 Deplacement d'une carte donnee 
vers le dessous du paquet 

Regardons maintenant le deplacement d'une 
carte de numero donne % vers le dessous du pa- 
quet, i.e. vers la position n° 0. Avec la meme de- 
composition binaire de i, on a 

( 9 h of 2 o ... or/'™- 1 of lm )(i) = 0. 

Puisque g(0) = 0, on peut omettre la manipula- 
tion redondante g Zl ci-dessus pour obtenir 







0. 



Ainsi, le schema suivant deplace la carte n° i au- 
dessous du paquet : 




VIII Generalisation 
de n cartes 



k paquets 



On dispose de k paquets de n cartes, done de kn 
cartes que Ton numerate de 1 a kn ou de a kn—1. 
Cette situation peut se realiser avec le concours de 
k joueurs installes a une table ronde, ayant chacun 
un jeu de n cartes en supposant que toutes les 
cartes sont differentes : le premier joueur a un jeu 
de cartes numerotees de bas en haut 1,2, ...,n, 
le deuxieme a un jeu de cartes numerotees de bas 
en haut n + 1, n + 2, . . . , 2n, etc., le k e a un jeu 
de cartes numerotees de bas en haut (k — l)n + 1, 
(k — 2)n + 2, . . . , kn. On realise un in-shuffle ou un 
out-shuffle en prenant une carte a partir du haut 
du paquet a chaque joueur dans un ordre circulaire 
jusqu'a epuisement des cartes. On constitue ainsi 
un nouveau jeu de kn cartes que l'on recoupe en k 
paquets de n cartes que Ton redistribue a chaque 
joueur et l'on reproduit la manipulation ad lib. 
Cette generalisation est abordee dans |13j . 

VIII. 1 In-shuffle 

Dans le cas d'un in-shuffle generalise, on com- 
mence par prelever la carte de dessus au premier 
joueur, puis celle de dessus au deuxieme que l'on 
place sous la precedente, etc., puis celle de des- 
sus au dernier joueur que l'on place au-dessous 
des precedentes. On recommence a partir du pre- 
mier joueur et ainsi de suite jusqu'a epuisement 
des cartes. On obtient de la sorte un paquet de 
cartes reparties de bas en haut selon la succession 
(k - l)n + 1, (k - 2)n + 1, . . . , 2n + 1, n + 1, 1, 
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puis (k - l)n + 2, (k - 2)n + 2, . . . , 2n + 2, n + 2, 2, 
puis (A; — l)n + 3, (fc — 2)n + 3, . . . , 2n + 3, n + 3, 3, 
et ainsi de suite jusqu'a kn, (k — l)n, . . . , 3n, 2n, n 
(voir Fig. [U~ 



position 



nk 
nk — 1 
nk — 2 

(n-l)fc + l 



carte 



2n 
3n 



position 



(n-l)fc + 2 
(n-l)fe + l 
(n-l)fc 



carte 



3n-l 
2n-l 
n-1 



l er paquet 2 e paquet 3 e paquet 



fc e paquet 



n + 3 



2n+3 



n + 2 



n+1 



2n + 2 



2n + l 



(fc-l)n + 3 



(fc-l)n + 2 



(fc-l)n + l 



Fig. 14 - In-shufBe generalise 

L'in-shufBe generalise est mathematiquement 
decrit par la permutation / des entiers 1, 2, . . . , kn 
suivante (voir Fig. fl~5j) : 

( i — 1 

+ (k — l)n + 1 si % = 1 [mod k], 



k 

i - 2 



+ (k — 2)n + 1 si z ee 2 [mod fe], 



/(OH 



i- A + l 



+ n+ l si i = k— 1 [mod fc] , 



si i = [mod fel. 



De maniere plus condensee, pour I € {0, 1, 2, ... , 

k — 1} et i = I [mod k], 

i-l 



k 



+ {k- l)n+ 1. 



La reciproque de / est donnee par 

kj si 1 ^ j ^ re, 

fcj — (/sn + 1) si n + 1 ^ j ^ 2n, 
fcj - 2(kn + 1) si 2n + 1 < j < 3n, 

jfej-(fc-l)(ifen + l) 

si (/s — l)n + 1 ^ j ^ fcn. 

La forme generique est, pour I € {0, 1, 2, ... , A; — 1} 
et + 1 < j < (I + l)n, 

/ _1 (i) = A;i-K^ + i)- 



3fe 
3fe-l 
3fe-2 

2fe+l 
2k 
2k-l 
2k-2 

fe+1 
k 

fe-1 
fe-2 





3 

n+3 
2n+3 

(fc-l)n+3 
2 

n+2 
2n+2 

(fc-l)n + 2 
1 

n+1 
2n+l 

(fc-l)n+l 



3fe-l 

2fe+2 
2fe+l 
2k 
2k-l 

k+2 
fe+1 
fc 

fe-1 

2 
1 




(fe-l)n + 2 

2n+2 

n+2 

2 

(fe-l)n + l 

2n + l 
n + 1 
1 

(fe-l)n 

2n 

n 





Fig. 15 -Melanges generalises, permutations /et g 

On note en particulier la congruence 

r\j) = kj [mod (kn + 1)}. 

Cette observation conduit a la formulation sui- 
vante de la periode de /. 

Theoreme 10 La periode de f est I'ordre de k 
modulo (kn + 1), c'est-d-dire le premier entier 
r ^ 1 tel que k r = 1 [mod (kn + 1)]. 

Corollaire 11 Sin est de la forme k p_1 pour un 
p ^ 1, alors la periode de f est 2p. 

Demonstration. Lorsque n = A; p_1 , alors A;n + 1 
= k p + 1 et k p = — 1 [mod (kn + 1)]. On a done 
k 2p = 1 [mod (kn + 1)] qui prouve que f 2p = id. 
Par ailleurs, l'orbite de la carte n° 1 sous Taction 
de la permutation / est 

0(1) = {l,k,k 2 ,...,k p ~\k p -k p ~\ 

U> _ U>- 2 h p — h h p — 1 \ 

qui est de cardinal 2p. C'est la periode de /. □ 

VIII. 2 Out-shuffle 

Dans le cas d'un out-shuffle generalise, on com- 
mence par prelever la carte de dessus au der- 
nier joueur, puis celle de dessus a l'avant-dernier 
que Ton place sous la precedente, etc., puis celle 
de dessus au premier joueur. On recommence a 
partir du dernier joueur et ainsi de suite jus- 
qu'a epuisement des cartes. On obtient alors la 
repartition des cartes de bas en haut selon la 
succession 0, n, 2n, . . . , (k — 2)n,(k — l)n, puis 
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1, n + 1, 2n + 1, . . . , (k - 2)n + 1, (k - l)n + 1, 
puis 2, n + 2, 2n + 2, . . . , (k - 2)n + 2,{k- l)n + 2, 
et ainsi de suite jusqu'a n — 1, 2n — 1, 3rt — 1, . . . , 
(A; — l)n — l,kn — 1 (voir Fig. 1161) . 



l er paquet 2 e paquet 3 e paquet 



k e paquet 

kn-l 



2n + 2 



n + 2 



2n + l 



n + 1 



(fc-l)n+2 



(k-l)n + l 



(fc-l)n 



Fig. 16 - Out-shuffle generalise 

L 'out-shuffle generalise est modelise par la per- 
mutation g des entiers 0, 1, 2, . . . , kn — 1 suivante 
(voir Fie;. [To]) : 



si i = [mod k], 
si i = 1 [mod k], 
si i = 2 [mod fc], 



5 * 



v 

k 

i - 1 
ft 

i - 2 



A- 



+ n 
+ 2n 



i-k + 1 
k 



+ (k — l)n si i = k— 1 [mod k]. 



La reciproque de g est donnee par 

kj si ^ jf ^ n — 1, 

fej — (/cn — 1) si n < i < 2n — 1, 
fe? — 2(kn — 1) si 2n ^ 7 ^ 3n — 1, 

fcj - (fc - l)(/fcn - 1) 
k si {k — l)n ^ j ^kn — 1. 

On a en particulier la congruence 

9~ l {j) = k J [ mo d i kn ~ 1)] 

qui conduit a la formulation suivante de la periode 
de g. 

Theoreme 12 La periode de g est I'ordre de k 
modulo (kn — 1), c'est-d-dire le premier entier 
s ^ 1 tel que k s = 1 [mod (kn — 1)]. 



Corollaire 13 Si n est de la forme k p 1 pour un 
p ^ 1, alors la periode de g est p. 



Demonstration. Lorsque n = kP~ l , onak-l 
= k p — 1 et alors kP = 1 [mod (kn + 1)]. On a done 
g p = id. L'orbite de la carte n° 1 sous Taction de 
la permutation g est simplement 

d(l) = {l,k,k 2 ,...,k p ~ 1 } 

qui est de cardinal p. C'est la periode de g. □ 
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